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[lusiones y juegos matematicos

Cuando el cerebro inventa cosas

Miré la imagen de abajo: ;jcudntos tridngulos y circulos
podés ver? ;Y si ahora mirds la imagen de la derecha?

No todo lo que percibimos es real. En realidad, en ambas
imégenes solo hay 3 Pac-Mans y 3 &dngulos. La disposicion
de los Pac-Mans en la imagen de la izquierda confunde a
nuestro sistema nervioso y le hace creer que hay un tridngu-
lo invertido con bordes negro (semioculto), 3 circulos rojos y,
sobre ellos, un tridngulo blanco superpuesto. La ilusién des-
aparece si disponemos de manera diferente los Pac-Mans,
como en laimagen de la derecha. Esta famosa ilusién, cono-
cida como tridngulo de Kanizsa, pone en evidencia el fené-
meno de relleno visual.

Si bien los mecanismos fisiolégicos que subyacen al re-
lleno visual (en este caso, la percepcién de contornos que
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Comprando infinitos caramelos

En la ediciéon anterior dedicamos unas lineas para deba-
tir sobre la paridad del cero. Este nimero no tiene puntos
medios: o hace todo muy facil o lo complica hasta, inclu-
so, hacerlo imposible. Por ejemplo, resulta muy facil sumar
cero, restar cero o multiplicar por cero. Pero si hay algo que

no existen) no se comprenden del todo, se acepta que el
sistema nervioso rechaza la posibilidad de que las figuras
se acomoden de tal manera como en la figura de la izquier-
da por mera ‘coincidencia’, ponderando como més proba-
ble que se deba a superposicion de figuras. La ilusién es
tan potente que se pueden percibir sutilmente contornos
en el tridngulo que apunta hacia arriba, cuando en reali-
dad esos contornos no existen. Por otra parte, las image-
nes en la retina son planas (en dos dimensiones); el proce-
samiento de dicha informacién a nivel de la corteza visual
construye una imagen percibida que tenga sentido para el
organismo: de esta manera, la imagen que percibimos pa-
rece ser una superposicion espacial (en tres dimensiones)
de varias figuras.
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quizd muchos recordamos de la escuela es que 'no se puede
dividir por cero’. Pero ;por qué no se puede? ;Qué quiere
decir esto?

Para entender cuél es el problema, imaginemos que va-
mos a un kiosco con 100 pesos para comprar caramelos. Si



cada caramelo costara 100 pesos, entonces solamente po-
driamos comprar 1. Pero si cada uno costara 50, podriamos
comprar 2, y si el precio de cada caramelo fuera de 1 peso,
nos alcanzaria para comprar 100.

Para saber cuéntos caramelos podemos comprar, la
cuenta es muy simple: hacemos 100 dividido el precio unita-
rio, y el resultado es la cantidad de caramelos que podemos
llevarnos. De esta forma seguimos: jcudntos caramelos po-
demos comprar si costaran 0,507 ;Y si costaran 0,10? Ponga-
mos los datos en una tabla para verlos mejor.

Y asi podemos seguir, y resulta claro que mientras mas
barato sea cada caramelo, més cantidad podremos comprar
con nuestros 100 pesos. Es decir, a medida que el precio dis-
minuye, la cantidad de caramelos que podemos comprar au-
menta. Imaginemos que el precio disminuye de a poco hasta
llegar a cero. Entonces, ;qué ocurre si el precio de cada cara-
melo es 0 pesos? Claramente podriamos llevarnos todos los
caramelos del kiosco, sin importar cuantos haya. Si tuviera
infinitos caramelos, podriamos comprarlos con nuestros 100
pesos, o con cualquier billete que tengamos en el bolsillo
(pero jojo!, no pretendamos estafar al comercio con un bi-
llete de cero pesos, la division de 0 entre 0 es otro debate).

Lo anterior nos dice que si dividimos un niimero cual-
quiera (que no sea cero) por cero el resultado es un valor

#TeRegaloUnTeorema
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100 1

50 2

1 100
0,50 200
0,10 1000
0,01 10.000
0,001 100.000

tan grande como se quiera. Para indicar este valor se utiliza
el simbolo infinito (que no es un nimero). Asi, decimos que
el resultado de dividir cualquier nimero no nulo por cero es
infinito. !

;Qué pasard si queremos hacer cero dividido cero?
£y )=

Daremos la respuesta en el préximo ndmero, pero invitamos
a que vayan conjeturando el resultado...
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Conjetura de Kepler (1611)

No hay mejor forma de acomodar las naranjas que como
lo hace el verdulero.

Kepler publicé esta conjeturaen 1611 en un librito llamado
De niue sexangula, algo asi como El copo de nieve hexagonal.

En matemaética copetuda se dice asi: ningin empaqueta-
miento de esferas tridimensionales congruentes tiene densi-

dad mayor que las caras centradas (la de la foto).

El problema consiste en averiguar cuél es la
mejor forma de acomodar las naranjas para que
ocupen el menor espacio posible. O, dicho al re-
vés, de meter la mayor cantidad de naranjas por

unidad de volumen.
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La forma de medirlo es con el porcentaje de volumen
ocupado por las naranjas. Con la propuesta de Kepler da
n/y18. Aproximadamente 74%.

El problema en si ya es superinteresante si se tratara tan
solo de naranjas, pero también es superimportante en me-
cénica estadistica, un area de la fisica dedicada a entender
las propiedades macroscdpicas de la materia (gases, liqui-
dos, sdélidos) a partir de las interacciones microscépicas de
las moléculas que la forman.

En ese marco es muy importante conocer cuéles son los
estados de minima energia. ;Cémo deben acomodarse un
montén de moléculas redondas (ponele) para minimizar la
energia? Es muy importante saber si la forma en que deben
hacerloesen un arreglo ordenado, como el que conjeturaba
Kepler, o en uno desordenado.

Este tipo de preguntas estén en el centro de la investiga-
cién de Giorgio Parisi, uno de los recientemente laureados
con un premio Nobel. Una prueba de la conjetura fue anun-
ciada en 1998 (jsi! recién en 1998) por Samuel Ferguson y
Thomas Hales, pero no fue publicada hasta 2006 porque los
referis encargados de revisar que la prueba fuera correcta
no lograban dar un veredicto.

iY no lo lograron! Pero dijeron que estaban 99% seguros
de que estaba bien.

Matematica abstracta

En esta historia, como en el relato de Jorge Luis Borges
‘Emma Zunz', hay un par de nombres propios mal, pero son
de lugares y no de personas. Y los hechos son correctos, no
hay que forzar la interpretacion, se pueden rastrear y confir-
mar uno por uno.

Es la historia de un matemaético de Australia, o Nueva Zelan-
da. O tal vez de otro lado, pero apostaria a que era de ahi. De
Fiji no, ni de Sumatra, ni de Borneo: me acordaria por el TEG.
Lo cierto es que hizo el doctorado en UCLA, California, y luego
un posdoc en Harvard. ;O era al revés? ;Tal vez en Princeton?

No nos detengamos en esos detalles: cruzé el mundo de
sur a norte, de este a oeste, y termind trabajando en biologia
matematica. Consiguid un cargo en Canada, como para cam-
biar también de temperatura, y se cambié el apellido: si no
me creen, lo pueden guglear: se llamaba Smith (correctora,
coincido que guglear no es un verbo castellano, pero qué le
vamos a hacer, es lo que haran los que les pique el bichito de
la curiosidad).

No recuerdo el nombre, los nombres son demasiado co-
munes, pero, con Smith y las pistas que les di, lo van a en-
contrar. Ah, perdén, ya me olvidaba: se cambié el apellido y
ahora es Smith? No les estoy preguntando nada, le agregé
el ? al apellido. Y si se preguntaban si le faltaba cambiar algo
mas, pues si: cambid de género, asi que también su nombre
ahora es otro.

Y, como no podia ser de otra manera, cambid de tema de
investigacion.

La prueba consiste en reducir el problema a chequear
muuuchas cuentas en una gran cantidad de casos. Esta Ulti-
ma tarea es realizada con computadoras.

Por eso su prueba consistia de 300 paginas de notas y
3 gigabytes de programas de computadora, datos y resul-
tados.

En 2003 Hales anuncié Flyspeck, un proyecto para dar
una prueba formal de la conjetura (una prueba que puede
ser chequeada también usando computadoras). Estimé que
el proyecto llevaria aproximadamente veinte afios.

En enero de 2015, Hales y veintiin colaboradores su-
bieron el articulo ‘A formal proof of the Kepler conjecture’
a arXiv, una plataforma donde (casi) todos los matematicos
subimos nuestros articulos apenas terminados: https://arxiv.
org/pdf/1501.02155.pdf

Todavia no se conoce una prueba ‘libre de computado-
ras’ de la conjetura de Kepler. El gran John Conway creia que
eso pasard algun dia, aunque tal vez haya que esperar otros
cuatrocientos afios.

#TeRegaloUnTeorema

;Porqué?, se preguntarén.Bueno, lo cuentaen el prélogo
de un libro, o en una entrevista: en algin momento del pos-
doc, o tratando de conseguir un cargo, se encontré en las
cataratas del Nidgara cazando mosquitos infectados con la
fiebre del Nilo, y cazando mosquitos infectados con la fiebre
del Nilo se dio cuenta de algo muy loco: los mosquitos esta-
ban infectados con la fiebre del Nilo. Y eso es muy peligroso.

Entonces pensé en dedicarse a problemas abstractos,
esos que todo matemético serio estudia con orgullo: élge-
bras de Lie, ecuaciones diferenciales no lineales -como el
p laplaciano, acé yo levanto la mano-, topologia algebraica,
anélisis harmodnico... (correctora: el Diccionario enciclopé-
dico Espasa Calpe de 1924 en 40 tomos o méas que leia de
chico le ponia h, y agréguele la deformacién profesional de
afos de amistad con Fourier. Qué le vamos a hacer, me que-
dé esa mala costumbre, no se me ponga mal).

Vayan a guglear, y les puede costar encontrarlo, pero les
doy una pista: agreguen zombies y ya estd, van a saber de
quién hablo, porque escribié un libro muy completo sobre
cémo modelar epidemias... de zombies. Hay distintas herra-
mientas matematicas: ecuaciones diferenciales, estadistica,
simulaciones, de todo! Acédsivael !,y no abriel j, porque no
sé bien a qué altura de todo el texto anterior comienza mi
asombro, puede que antes del titulo.

Y van a coincidir que, como problema abstracto, lo que
se dice abstracto, le gana de lejos a todos los que normal-
mente estudiamos.
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A Litala mulita se le terminé el agua A B C D
y tenia ganas de tomar unos mates, por
lo que tiene que ir a buscarla a la pava.

El camino esta lleno de obstacu-
los y objetos que Lita puede recoger VvV v
y usar. Se sabe varias cosas sobre Lita: ORI

e No le gusta mojarse.

* No le gusta caerse a un pozo.

¢ Sabe usar paraguas.

e Si hay, le gusta comer facturas
con el mate.

e Se puede mover para arriba,
abajo, izquierda y derecha
(=434 yjuntary usar cosas.

Ahora bien, es facil ver que el recorrido que le conviene  explorar algo nuevo al azar o usar conocimiento previo para

alitaes et wmpmp avanzar. WO i f)}
Con el primero se mueve a la celda E, después levanta el Como la primera vez no tenemos conocimiento, entonces 5
paraguas y avanza por la lluvia sin mojarse. vamos a hacerlo al azar hasta que gane o pierda muchasveces: ) | = 4 =
Ahora bien, todo esto lo pudimos decir porque tenemos |
un gran conocimiento de los objetos presentes y de la situa- Corrida 1: |
cién que queremos resolver. Pero ;qué pasaria si Lita no supie- e = 4= == ¢ de esta manera recorre las posiciones F
ra nada del mundo y tuviera que explorarlo por primera vez? (inicial) GFGFGC y se moja y pierde, por lo que recor-
Este es el ejercicio que nos proponemos. Estudiar el daré que toda esta secuencia fue mala.
mundo y generar un conocimiento sobre lo vivido para que
Lita pueda, con este conocimiento, recorrer el plano y con- Vamos a hacer una segunda corrida. Ahora Lita ya sabe -
seguir el objetivo: tomar mate. que, en su corta experiencia, ir a la derecha le hizo perder.
Para ello vamos a plantear algunas reglas: ¢ % &= = @@= = dec esta manera recorre las posiciones
e Llegar a la pava significa lograrlo, a lo cual le asignare- F (inicial) BABCBCD y llega hasta la pava ganando 100
mos un puntaje alto: 100. puntos, asi que recordara esta secuencia como buena. 5
e Pasar por la lluvia sin paraguas nos moja y perdemos S
-50 puntos. En una tercera corrida:
e Caernos al pozo también nos hace perder -50 puntos. e == de esta manerarecorre las posiciones FGH y pier-
e Lita puede tener dos estados: con paraguas o sin pa- de porque se cae al pozo.
raguas.
Luego de muchas corridas, Lita logré hacer una compo-
Ahora vamos a ver cémo Lita empieza a conocer el am-  sicién de qué hacer en cada situacién de acuerdo con su ex-
biente. A cada paso que tiene que dar tiene dos opciones:  periencia. 1
% )L
A B c D A B c D
<2 2 =>/l|> 7
E F G H E F G H
—> | ?||=>= 7
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Politica (el plan de Lita): qué hacer en cada casilla

Esto es lo que vamos a llamar una politica, es la definicién
de qué va a hacer Lita si se encuentra en cada una de las cel-
das separadas en dos situaciones: sin paraguas (izquierda),
con paraguas (derecha). Las casillas indicadas con ? indican
que Lita no sabe qué hacer si se llega a encontrar en esa po-
sicion (sea porque nunca pasd o porque gana o pierde y no
tiene accidn posible).

La pregunta ahora es la siguiente: con este conocimien-
to, jpuede Lita asegurarse de llegar siempre a la pava en
este escenario?

;Qué pasariasi,ademas de estar el paraguas, el escenario
contara con unas medialunas que a Lita le encantan en la
celda E? En este caso, en lugar de tener dos politicas, Lita
deberéa tener cuatro posibles: sin objetos, con medialunas (1
objeto), con paraguas (1 objeto) o con paraguas y medialu-

Soluciones

Agua pa’l mate

nas (2 objetos). ;Te animaés a planificar una politica para este
nuevo escenario?

Corolario

Esta nueva forma de aprender de Lita se denomina
aprendizaje por refuerzo, y es una rama de machine lear-
ning (que es a su vez parte de la inteligencia artificial). En el
aprendizaje por refuerzo se busca resolver problemas plan-
teados como ‘caminos’ (que podrian no ser tan literalmente
caminos)y gracias al algoritmo ejemplificado aqui por Lita se
pueden mediante exploracién (y obtencién de recompensas
por acciones) encontrar soluciones a problemas muy gran-
desy complejos que no pueden ser resueltos (o al menos no
tan rdpidamente) con algoritmos normales.

Para leer mas: es.wikipedia.org/wiki/Aprendizaje_por_re-
fuerzo

Como ya podré arriesgar, Lita si llega. Y veamos como. Lita parte sin paraguas de F, por lo que tiene que ir para
arriba (ver politica mapa izquierdo), desplazdndose a B, ahi |a estrategia es ir a la izquierda, llegando a Ay tomando el
paraguas. Ahora Lita tiene el paraguas, por lo que debe seguir el plan del lado derecho, lo cual la lleva de A por BFGC

hasta D llegando a la pava.
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