Enmendando reglas

;Cuéntas veces nos encontramos acertijos en los que se da
una lista finita de nimeros ordenados y se pregunta cuél de-
beria ser el siguiente? Se espera que el lector encuentre una
regla ala que se ajustan los nimeros dados y que, a partir de
ella, se infiera cual deberia ser el nimero siguiente.

Este fue el tema que abordamos en el nimero anterior
de la revista y concluimos que cualquier nimero puede ser
el siguiente. ;Qué significa esto? Quiere decir que uno po-
dria elegir el valor que se le ocurra como candidato a ser el
siguiente numero y, luego, siempre se puede construir una
regla que se ajuste a todos ellos. Veremos una de las tantas
formas de encontrar una regla asi. Para ello vamos a retomar
el mismo ejemplo que presentamos en la edicién anterior,
ilustrado en la siguiente imagen.

¢Qué
nimero sigue?
2,4,8,...

El 14

En la mayoria de los casos en los que se plantea lo an-
terior se espera que la persona responda que el nimero si-
guiente en la lista es el 16, ya que en la posicién de la misma
se encuentra el nimero 2" (equivalentemente, cada nume-

ro que aparece es el doble del anterior). Asi, la regla 2" nos
arroja la siguiente lista ordenada:

24=16

n=4

Pero vimos que esta no es la Unica regla que describe a
los nimeros dados por nuestro primer personaje de la esce-
na, ya que también es cierto que enla posiciénn de lalista se
encuentra el nUmero n? —n + 2. Segun esta regla, el nimero
que ocupa el cuarto lugar es, tal como afirmé el segundo
personaje, el 14:
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22-2+2=4 32-3+2=8

n=2v n=3v

Pero ;de donde salié la féormula n? — n + 2? Mas preci-
samente: dada una lista finita de nimeros, ;cémo podemos
obtener una regla que se ajuste a todos? Por ejemplo, dada
la lista 1, 3, 9, 27, 81, jcdmo encuentro una regla para que
el nimero siguiente sea 100, i, o lo que se me ocurra? Para

. . l
explicarlo, volvamos a nuestro ejemplo.

Los nimeros dados eran 2, 4y 8 y, ahora, estamos agre-
gando el 14 (porque quisimos, pero podria haber sido cual-"*

quier otro). Queremos, entonces, hallar una regla que se
ajuste a estos cuatro valores ordenados asi: 2, 4, 8, 14.

La forma de construir la regla que vamos a ver surge de
los teoremas de interpolacién polindmica. En cualquier tex-
to sobre eso se pueden encontrar las férmulas, pero quiza
resultan medio complicadas a primera vista. En su lugar,
construiremos recursivamente esta regla segun la cantidad
de datos a los que queremos ajustarla, y observaremos la
idea que hay detras para poder extenderla.

Supongamos, primero, que queremos obtener una regla
de la que se infieran solo los dos primeros niumeros: 2 y 4.
Es facil ver que laregla 2 + 2 (n — 1) lo cumple, pero el tercer
ndmero, el 8, ya no se ajusta a ella:

2+2(1-1)=2 2+2(2-1)=4 2+2(3-1)=6

n=1v n=2v n=3x
Pero jcémo y por qué elegimos esa regla inicial? ;Qué
‘forma’ tiene? El primer término modela al primer valor,
mientras que el segundo tiene dos caracteristicas: una es
que no ‘arruina’ el trabajo que ya hizo el primer término,
pues se anula cuando ntoma el valor 1 debido a la presencia
del factor (n — 1). Esto hace que el primer elemento de la lista
tome el valor 2, que es el término izquierdo de la férmula.

Por eso planteamos la regla con la forma
2+x(n=-1),

donde solo falta determinar x de modo que la expresién ante-
riorvalga 4 cuandon = 2. Esdecir, queremosque 4 =2 +x(2-1).
Al resolver, se obtiene x = 2.

Asi, hemos encontrado una regla que se ajusta bien a los
dos primeros elementos de la lista pero vimos que, cuando

{'..'”"II_ ;

42-4+2=14

n=4v
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n = 3, ya no arroja el tercer valor deseado, que era 8. ;Cémo
corregimos esto sin arruinar lo que ya logramos para los dos
primeros valores? Aplicando el mismo razonamiento que
antes: a la regla que obtuvimos le sumamos un término (lla-
mado enmienda o corrector) que tenga dos caracteristicas:

Caracteristica 1 de la enmienda: debe anularse cuan-
do vale n 1y también cuando vale 2, para que no arrui-
ne el trabajo ya hecho para los dos primeros elementos.
Esto lo logramos agregando los factores (n — 1) y (n — 2).
Asi, la nueva regla tendra la forma siguiente:

2+2(-1)+x(n-1)(n-2)

v— M
Regla anterior Enmienda

Caracteristica 2 de la enmienda: que se ajuste al ter-
cer elemento de la lista, es decir, que haga que la regla
valga 8 cuando n = 3. Esto lo conseguimos eligiendo un
valor adecuado para x. Al reemplazar esto en la regla,
nos queda

8=2+2(3-1)+x((3-1(3-2)

Resolviendo un poco esta ecuacién tenemos que 8 = 6 + 2x,
lo que arroja x = 1. Por lo tanto nuestra regla, hasta el momen-
to,es2+2(n—1)+(n-1)(n-2).Sioperamos, podemos re-
escribirla como n? —n + 2. Asi, esta regla modela de forma co-
rrecta los tres primeros elementos de la lista y, de casualidad,
también al cuarto (con n = 4 se obtiene 14). Entonces no debe-
mos hacer un nuevo ajuste, y podemos afirmar que el nimero
14 puede ser el siguiente nimero en la lista 2, 4, 8, y exhibir la
regla que respalda esto.

¢Qué hubiera pasado si, por ejemplo, quisiéramos impo-
ner al nimero 38 como cuarto término? Deberiamos repetir
el razonamiento para enmendarla sin arruinar lo hecho, por

No hace falta enmendar reglas

1. Hay dos preguntas que los matematicos suelen res-
ponder inmediatamente, y casi todos de forma muy similar:

Pregunta 1. ;Qué nimero deberia jugar a la loteria?
Respuesta 1. {No deberias jugar a la loteria nunca por-
que la esperanza matematica es negativa!

Pregunta 2. ;Qué nimero continla esta sucesion (inserte
aqui alguna lista de nimeros, por ejemplo 1, 3, 4, 6, 4,
6...)?

Respuesta 2. {Cualquiera! No tiene sentido esa pregun-
ta, se puede interpolar una funcién (de hecho, infinitas)
que en los primeros naturales valga exactamente la lista
de nimeros dada, por ejemplo 1, 3,4, 6, 4, 6... pero que
el siguiente sea cualquiera.

lo que en la enmienda agregamos los factores (n — 1) (n — 2)
(n = 3), para no arruinar ahora los tres primeros valores que
ya logramos ajustar. Para eso planteamos una nueva regla
de la forma:

2+2(n-N+(n-1)(n-2)+x(n-1)(n-2)(n-3)

v— v
Regla anterior Enmienda

y determinamos el valor de de modo que la expresién valga 38
cuando n = 4, ajustando asi la regla al cuarto valor de la lista:

38=2+24-N+@-1)(A4-2)+x4-1)(4-2)(4-3),
de lo que obtiene x = 4. Asi, la regla seria:
2+42(n-NM+(n-1N(n-2)+4(n-1)(n-2)(n-3),

lo que se puede operary reescribir como 4n° —23n2? + 43n — 22.

De esta forma se puede ir enmendando una regla de
modo que coincida con una cantidad finita de nimeros da-
dos, y con cualquier otro que se nos ocurra agregar. Por su-
puesto que esta no es la Unica forma de construir una regla
que cumpla con esto, pero es una de ellas.

Desafio: hallar la regla de modo que el nUmero siguiente
ala lista ordenada 2, 4, 8 sea 20.

Quisiera terminar mencionando que, seguramente, la
respuesta ‘natural’ es que el nimero siguiente a la lista 2, 4,
8 sea el 16. Més 'natural’ se vuelve la regla cuanto maés larga
es la lista que se muestra, si es que existe un consenso sobre
lo ‘natural’. El objetivo de este texto es, simplemente, usar
respuestas 'no naturales’ como excusa para contar métodos
deinterpolacién, que tampoco son el Gnico camino de cons-
truccion de tales respuestas.

Voy a dejar el anélisis de la primera para otra oportuni-
dad, que no es cuestion de pelearme de golpe con todos
mis colegas. Y tampoco me convence el rechazo a la segun-
da pregunta, en especial cuando se describe a la matemati-
ca como una ciencia que busca patrones.

2. Decia Henri Poincaré que un cientifico actda como
un chico que recorre una playa y analiza las piedras que en-
cuentra. Le llaman la atencién las més raras, conoce rapido
aquellas muy repetidas, veria la frecuencia con la que apare-
cen los distintos tipos... pero no haria nada si todas las pie-
dras fuesen distintas: ninguna le llamaria la atencién al ser
todas Unicas. Y no tendriamos ciencia.

Poincaré se apoya en Tolstoi cuando habla de esto: si uno
estudia los hechos, dado que hay infinitos hechos, lo impor-
tante es cudles se seleccionan, y con qué criterios. Debe existir



una jerarquia, y algunos serdn mas importantes que otros. De
paso, Tolstoi descrefa de la jerarquizacién que hacen los cien-
tificos modernos: se basa en caprichos por curiosidades inuti-
les, o mero utilitarismo, decia. El texto de Tolstoi arranca con
una expresién en griego que podriamos traducir como ‘A cada
argumento le podemos emparejar otro igual’, buen punto de
partida para nuestro problema de las secuencias numéricas.

3. Tenemos una secuencia de numeros, nos preguntan
cuél sigue, y podemos responder cualquiera. Hay infinitos
nimeros disponibles, y ninguno es preferible. Podriamos
quedarnos inméviles como el asno de Buridan, que enfren-
tado a dos fardos de pasto en direcciones opuestas muere
de hambre al no decidirse por ninguno.

Jean Buridan, ademas de este dilema, nos dejé un gran
consejo (ya que fue él quien formulé la navaja de Occam y no
Occam): no multipliquemos los entes innecesariamente. En
criollo, hacela facil. Busquemos el patrén mas sencillo que
explique la secuencia. Y esa es la gracia de estos problemas:
hallar la regla méas simple que los explique.

El (infame) vestido

iEs azul y negro? ;O es blanco y dorado? Quien lo
percibe de una forma, suele tener dificultad para concebir
que alguien pueda verlo de la otra.

Pero ;como es posible que una imagen estética genere
una grieta en la opinidn publica sobre algo tan bésico como
su color?

Este interrogante produjo una grieta andloga en la opiniéon
cientifica, donde diferentes expertos proveyeron variadas
explicaciones para este suceso. En breve abordaremos esta
cuestion en detalle pero, antes, quien lea esto probablemen-
te esté experimentando (al menos) dos dudas existenciales:

® Primero y principal, ;jcudl es el color real del vestido?

¢ Y segundo, si tras observar el vestido de un color, in-
tentd visualizarlo de la otra forma, es probable que no lo
haya conseguido; jcémo puede haber gente que lo vea,
entonces, de otro color? Sobre todo, teniendo en cuenta
que laimagen estéa constituida por pixeles de colores es-
pecificos, y que es esa la informacién que entra en nues-
tras retinas. ;Qué esté ocurriendo?

La respuesta al primer interrogante es muy sencilla: el
vestido real es azul y negro. No obstante, tras la popularidad
que tuvieron los disefiadores como resultado de la difusién
de su imagen, decidieron producir una edicién limitada, en
blanco y dorado. De esta forma, y como ocurre con la ima-
genviral, en cierto sentido, ambas respuestas son correctas.

El segundo interrogante es mucho mas interesante desde
un punto de vista cientifico, ya que pone de manifiesto una ca-
racteristica fundamental de la percepcion: lo que percibimos
no es, pura y exclusivamente, la informacién que nos llega a
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Pero si a uno realmente le molestan estos problemas, la
mejor revancha es encontrar una segunda regla, todavia més
simple que la de la solucién oficial. Créanme que en mas de
un problema se puede. A cada argumento que explique la
secuencia, traten de emparejarle otro igual.

5. Para terminar, a Adridan Paenza no le gustaban estos
problemas. Sin embargo, creo que el problema més lindo
que podemos encontrar en sus libros, notas o programas de
televisidn es descubrir el nimero tachado en la siguiente se-
cuencia: 06, 68, 88, X, 98...

Decia Paenza que los chicos coreanos de primaria po-
dian resolverlo. Y los adultos, profesionales de mil discipli-
nas incluyendo doctores en matematicas, no.

6. Esto sigue brevemente en las soluciones, pero prime-
ro intente con estas dos secuencias:

a) 06, 68, 88, X, 98... jcuél va en lugar de la Xy por qué?
b)1,3,4,6,4,6... icudl es el préximo entero y por quél?

través de los sentidos, sino
que el cerebro procesa
esa informacién de dife-
rentes formas, modifican-
dola a partir de diversos
factores (como la expe-
riencia previa). Esto mismo
se pone de manifiesto en
todas las ilusiones de per-
cepciodn, y es materia con-
tinua de estudio y debate
en la comunidad cientifica.

En este caso, tan solo
tres meses transcurririan
desde la viralizacién del
vestido hasta que fuera
publicado un estudio cien-
tifico que arrojaria ‘algo de
luz’ sobre el extrafio su-
ceso: la iluminacién que
nuestro cerebro infiere
al observar la imagen es
clave para construir nues-
tra percepcién de sus colores. Para ver esto, los autores de-
cidieron modificar artificialmente esta iluminacién, de modo
de acentuar o bien una tonalidad més azulada (como un vesti-
do que se observa bajo la luz natural del dia), o bien una mas
amarillenta (como ocurriria con muchas luces artificiales pre-
sentes en hogares y negocios). El resultado fue claro: la gran
mayoria de las personas percibié el vestido como blanco y
dorado en el primer caso, y como azul y negro en el segundo.

U/
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Profundizando en este punto, otro estudio posterior
mostré que aquellas personas que son ‘alondras matutinas’
(es decir, que se levantan y acuestan mas temprano de for-
ma natural) tienen més probabilidad de interpretar la ima-
gen como un vestido blanco y dorado. En cambio, los ‘buhos
nocturnos’ -personas que se levantan y acuestan bien tarde-
lo perciben azul y negro, en concordancia con la iluminacién
artificial a la que estdn méas acostumbrados.

Y si todavia tiene dificultad para creer que el vestido
puede ser percibido de una forma totalmente diferente, la
siguiente imagen puede que acabe por convencerlo. A la
derecha, tenemos un vestido blanco y dorado, pero con una
mitad bajo una sombra azulada; a la izquierda, el mismo vesti-
do, estavez azul y negro, con una mitad bajo una luz amarilla.
Las lineas horizontales nos muestran que la tonalidad amarilla
en sombra azulada es equivalente a la tonalidad negra en luz
amarilla'y, de igual forma, la tonalidad blanca en sombra azu-
lada resulta idéntica a aquella azul en luz amarilla.

Esto pone de manifiesto cémo, con las mismas tonalida-
des, es posible tener dos interpretaciones totalmente dife-
rentes, en funcién del contexto circundante. Mas aun, si bien

Soluciones

Enmendando reglas
Lareglaesn®-5n%+10n — 4.

No hace falta enmendar reglas

a) Si rota la revista, verd los nimeros: 86, X, 88, 89, 90,
y ahora puede poner cualquiera de los infinitos nimeros
posibles en lugar de la X. Si se lo preguntan en un test
psicoldgico, por ejemplo para renovar el carnet de con-
ducir, le sugiero fuertemente que diga el 87.

uno puede estar completamente seguro de su forma de ver
las cosas, puede acabar sorprendiéndose al descubrir que
otras personas lo ven de una forma por demés diferente, y
que, en muchos casos, ambas interpretaciones pueden ser
acertadas.

b) Sigue el 4 (y luego un 6, otro 4, otro 6, indefini-
damente). Esto siempre y cuando cada ndmero indique
la cantidad de letras del anterior. Pero no me extrafaria
que alguien que se dedique a la estadistica haga regre-
sién lineal, redondee, y concluya que el 5 es el siguien-
te entero. Y si recalcula agregando ese valor, aparecera
otro 5, y asi indefinidamente. Bueno, la recontrabanco: 5
tiene cinco letras... la regla de la cantidad de letras del
anterior se cumple con una Unica excepcion, nada mal.
Mucho peor es ‘overfitear’ interpolando. jEso nunca!
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